Pesquisa Operacional I - Notas de aula - Simplex revisado Alexandre Checoli Choueiri

1 Onde estamos

Com as conclusoes que chegamos em relagao ao cdlculo da tabela Simplex com base na
inversa, estamos aptos a entender uma aplicagao direta dos conceitos: o algoritmo Simplex
Revisado (ou simplex por multiplicadores).
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2 Retomando o quadro genérico

Como vimos, em funcao de uma base (B), podemos recuperar todos os valores de uma tabela
Simplex, usando as férmulas genéricas:

XB XN —Zz
0 ch-cEB'N —cEB7'b
I B !N B~ 'b

Embora as férmulas estejam escritas com as variaveis basicas e nao basicas de forma separada,
elas funcionam para quaisquer valores. Lembrando que um modelo de PL na forma padrao é:

min z = ¢'x

Ax=Db
x>0

Seja

2 RETOMANDO O QUADRO GENERICO 1
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A; : Coluna i da matriz A

Elemento i do vetor ¢

XN —z
ch —cEB'N  —cLB'b
BN B 'b

Para atualizarmos a coluna A4; (novo valor A4;), e o valor de ¢; (novo valor ¢; ) usamos as seguintes

formulas:

T _ T _TR-1A.
¢; =c; —cgBTA;

A, =B A,

OBS: Essa atualizacao pode ser feita com mais de uma coluna ao mesmo tempo, bastando
substituir A; e ¢; pelo conjunto de colunas e valores que serao atualizados.
EXEMPLO Considere o modelo de PL na forma padrao e a sua tabela final a seguir:

min —x; —2x9 0 0 0

X +xo +x3 0 0 =6

x —T2 0 +x4 0 =4

—Z1 +xo 0 0 +xs =4
r1 T2 X3 T4 Ts -7

VB 0 3/2 0 1/2 11

T 0 1/2 0 —1/2 1

Ty 0 0 1 1 8

To 1 1/2 0 1/2 5

Suponha que queiramos encontrar os valores atualizados (da tabela final) de ¢’ = [e3, ¢y, 5] =
[3/2,0,1/2], sabendo que a base tem [z1, x4, x2].

Podemos usar a férmula:

— T TR-1
¢ =c; —cgB A,

EXEMPLO Coletando os dados:

min —z,

T1
T1
—

—2x9 0 0 0

+x9 +x3 0 0 =6
—Z9 0 —+x4 0 =4
+x9 0 0 x5 =4

2 RETOMANDO O QUADRO GENERICO
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1. ¢f'=10,0,0]
2. ¢t =[-1,0,-2]
3.
1 0 1
B = 1 1 -1
-1 0 1
4. )
100
A;,=]10 1 0
0 0 1|
Temos que a inversa da base é:
1/2 0 —1/2]
B'=]l0 1 1
1/2 0 1/2
Assim:
[1/2 0 —1/2] {1 0 0
e/ =c/ —cfB7'A;=[0 0 0]-[-1 0 =2]|0 1 1 010
—_——
T e [1/2 0 1/2 0 0 1
B A,

=[3/2 0 1/2]
EXEMPLO Considere o modelo de PL e a sua tabela final a seguir:

min —x; —2x9 0 0 0

T +xo +x3 0 0 =6

T —Zo 0 +x4 0 =4

-2 +xo 0 0 +xs =4
Ty X2 T3 Ty T5 -7

VB 0 0 3/2 0 1/2 11

T 1 0 1/2 0 -1/2 1

Ty 0 0 0 1 1 8

To 0 1 1/2 0 1/2 5

Suponha que agora queremos encontrar as colunas da matriz referentes as varidveis x3 e x4, ou
seja Az e Ay.
Podemos usar a férmula:

EXEMPLO Coletando os dados:

2 RETOMANDO O QUADRO GENERICO 3
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min —r; —2x9 0 0

0
T +Zo +x3 0 0 =6
T —X9 0 +x4 0 =4
—I1 +xo 0 0 +xs =4
1.
1 0 1
B = 1 1 -1
-1 0 1
2.
1/2 0 —-1/2
B'=|0 1 1
1/2 0 1/2
3
1 0
A, =0 1
0 0
Portanto:
1/2 0 —-1/2] |1 0 1/2 0
A4, =B7'A, =0 1 1 0 1|=|0 1
1/2 0 1/2 0 0 1/2 0
——
B! A;

3 Motivacao: qual o problema do Simplex?

Considerando o seguinte quadro inicial Simplex:

VB T

T2 I3 Ty Is b
-100 -150 0 0 O 0

3 2 31 0 0 120
T4 1 0 0 1 0 40
Ts5 0 1 0 0 1 30

Na primeira iteracdo olhamos para a linha ¢’ para encontrar o minimo, para As e b para fazer

a razao. Em seguida realizamos o pivoteamento, e todos os elementos da tabela sao alterados:
cl':n

A:
- e ,Total = (n+ 1)(m + 1)
b* :m

z:1

A tabela atualizada fica da seguinte forma:

VB 1 oz x3 x4 T b
-100 0 0 0 150 4500
zs 2 0 1 0 -3 30
Ty 1 0 0 1 0 40
To 0 1 0 0 1 30

3 MOTIVACAO: QUAL O PROBLEMA DO SIMPLEX?
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Novamente olhamos para a linha ¢” para encontrar o minimo, para A; e b para fazer a razao.
Embora tenhamos atualizado toda a tabela na iteragao passada, nenhum dos valores em vermelho

foi usado nessa iteragao!

Conclusao

Percebemos entao que ao usarmos o Simplex por quadros, muitos valores sao atualizados e
nao sao utilizados nas iteragoes seguintes. Esse fato justifica uma utilizagao mais inteligente

do Simplex, pelo algoritmo chamado Simplex Revisado.

OBS: O modelo resolvido nesta apresentacao é o mesmo do resolvido em ”Simplex Fase II”.

Compare os dois métodos e veja que os resultados sao os mesmos.

4 Simplex Revisado

IDETIA GERAL

O Simplex revisado parte do pressuposto de que, se sabemos qual é a base (B), entao é possivel
calcular a sua inversa B!, e consequentemente fazer uso das férmulas genéricas para
recuperar o quadro Simplex. Com isso, ao invés de atualizar o quadro todo a toda iteracao,
simplesmente geramos as informacgoes relevantes a medida que precisamos delas.

VB To T3 T4 Ts b
-100 -150 0 0 0 0
T3 2 3 1 0 0 120
Ty 1 0 0 1 0 40
Ty 0 1 0 0 1 30

Seja o quadro inicial como mostrado acima. Temos que inicialmente 25 = [z3, 24, 5], e a base
é B = [A3A4A5]. Na primeira iteracao nada é alterado, pois ja temos todos os dados, assim:

ro entra na base
s sai da base

VB To T3 T4 s b
-100 -150 O 0 0 0
T3 2 3 1 0 0 120
Ty 1 0 0 1 0 40
To 0 1 0 0 1 30

Assim, temos que 25 = [23, 74, 72], e a nova base é B = [A3A4,45], ou seja:

B =

o O =
o = O
—_ O W

4 SIMPLEX REVISADO
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Para sabermos se o algoritmo pode parar, devemos calcular os valores de ¢’ atualizados pela

. ~ -1
formula ¢/ =cI' — cEB A,

VB €1 X9 r3 T4 Ts b
-100 -150 O 0 0 0
T3 2 3 1 0 0 120
T4 1 0 0 1 0 40
To 0 1 0 0 1 30

Para isso, precisamos entdo de B!, cg, cl e A;.

Temos que:
10 -3 2.0
B'=|01 0 [,chb=[00 —150],cf/=[-100 0]A;=|1 0
00 1 0 1
Portanto
¢ =[c1,05] = ¢ —cLBTA,
10 -3 2 0
&=[-100 0]-[0 0 —150]|0 1 © 1 0 | =[-100,150]
00 1 01

Assim, sabemos que o novo vetor ¢! fica:
¢’ = [~100,0,0,0,100]

Como existe ¢; < 0 o algoritmo deve continuar, e portanto selecionamos a variavel x; para entrar
na base (min ¢l).
O préximo passo é a selegdo da varidavel que sai da base, pela razao b/A;, de forma que

precisamos encontrar os valores atualizados de A; e b. Novamente usamos as férmulas genéricas:

b=B""b
A; =B7lA,
Temos entao que:

1 -3 120 30 ]

b=B%=|0 1 0 40 | = | 40
00 1 30 30 |
€ -

1 0 -3 2 2

A;=B'A;=|0 1 0 1|=1]1
00 1 0 0 |

Agora, com os valores atualizados podemos determinar a varidvel que sai da base, pelo min{b/A;}.
Temos que minimo = 30/2 = 15, na primeira linha. A primeira linha tinha a varidvel 25 como bésica,

portanto:

4 SIMPLEX REVISADO
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{1‘1 entra na base

3 sai da base

VB To T3 T4 s b
-100 -150 0 0 0 0
1 2 3 1 0 0 120
T4 1 0 0 1 0 40
To 0 1 0 0 1 30

Assim, temos que 25 = [11, 24, 75, ¢ a base é B = [A1 A4 A5], ou seja:
2 0 3
B=|1 10
0 0 1
Para sabermos se o algoritmo pode parar, devemos calcular os valores de ¢! atualizados pela

formula ¢l = ¢! — cEB'A;
Para isso, precisamos entdo de B!, cg, C;; e A;.

Temos que:
1/2 0 -3/2 1 0
B'=|-1/2 1 3/2 |,cp=[-100 0 150 |,¢/=[0 0]A;=]|0 0
0 0 1 0 1
Portanto
el = [e3,¢5) = ¢! —cEBA,
1/2 0 -3/2 10
EiT:[O 0]—[—100 0 —150] -1/2 1 3/2 0 0 | =150,0]
0 0 1 0 1

Assim, sabemos que o novo vetor ¢! fica:
' =10,0,50,0,0]

Como nao existe ¢; < 0 o algoritmo pode parar, e temos a solugao O6tima com as varidveis

basicas x5 = [z1, 74, 72]. Agora sé é necessirio coletar os valores das varidveis (vetor b) e o custo

da fo.
B /2 0 -3/2 120 15
b=B'b=1| -1/2 1 3/2 40 | =1 25
0o 0 1 30 30
[§
15
—z=-cEB'b=—[ 100 0 —150 | | 25 | =6000
30

4 SIMPLEX REVISADO
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Usando o método Simplex Revisado, nao precisamos atualizar toda a tabela Simplex,
simplesmente os valores que sao necessarios naquela iteracao, de forma geral (iniciando com uma
base B e uma inversa B~1):

PASSOS DO SIMPLEX REVISADO

. Encontre os valores atualizados de A4; e b.

. Determine a variavel que entre e a que sai da base com os valores atualizados.
. Atualize a base B e a inversa B!

. Atualize c¢p, se ¢ >= 0 PARE. Sendo volte para o passo 1.

=W N

Essa abordagem possui algumas limitacoes:

1. Uma limitacdo do método Simplex revisado é a determinacdo da inversa da base B!
a cada iteracao. Isso implica o cdlculo da eliminagdo de Gauss em uma matriz mzm a toda
iteragao.

2. Esse problema pode ser parcialmente resolvido, aproveitando a inversa de iteracoes antigas.

3. Note que o Simplex sempre faz a troca de uma coluna de B a cada iteragao (varidvel que
sai e que entra na base). Dessa forma, podemos usar a inversa da iteragio anterior e somente
atualizar com a nova coluna que deve fazer parte da nova base.

5 Calculo da nova inversa a partir da anterior

. . . .. -1 . e .
Considere a primeira matriz inversa B; = do exemplo resolvido (a prépria identidade):

x3 Tq Ts5

B! =

o O =
o = O
= o O

Para fazer a atualizacao da inversa, precisamos de duas informagoes:

1. A nova coluna ¢ que deve ser inserida.
2. Em qual posicao ela serd inserida (coluna p).

O primeiro passo entao é determinar qual é a coluna da identidade original referente ao
indice p (I,,). Em seguida, realizamos as operagoes na matriz B~! atual, necessdrias para transformar
c em I,. O resultado final é a nova matriz inversa.

Continuando com o exemplo, na primeira iteracao determinamos que x, entra na base e x5 sai,
dessa forma temos que:

T3 T4 s 2

1 0 0 3 0
B;'=|0 1 0 |c=|0|p=3IL=]0

0 0 1 1 1

5 CALCULO DA NOVA INVERSA A PARTIR DA ANTERIOR 8



Pesquisa Operacional I - Notas de aula - Simplex revisado Alexandre Checoli Choueiri

Agora s6 precisamos executar as operacoes em linhas para transformar a coluna de x5

em I,. Sao elas:

1. L1 <—L1 —3L3

A nova matriz inversa B;l fica:

1 0 -3
B,'=|0 1 0
0 0 1

Na nova iteracao, temos que x1 entra na base e x3 sai. De forma que:
3 T4 T2 Tq

1 0 -3 2 1
By'=|0 1 0 |c=|1|p=1I,=|0
0 O 1 0 0
A matriz aumentada fica: Tz T4 T2 3
1 0 -3 2
0 1 0 1
0 0 1 0

Para transformar z; em I,:

1. Ly (—L1/2
2. LQ <—L2_L1

. s . -1
Finalmente, a tltima inversa By fica:
2

xry T4

/2 0 -3/2
B;'=1| -1/2 1 3/2

0o 0 1

Dessa forma, conseguimos calcular todas as matrizes inversas, usando as informagoes anteri-

ormente calculadas.

5 CALCULO DA NOVA INVERSA A PARTIR DA ANTERIOR
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6 Exercicios

1. Existe alguma desvantagem em usar o método Simplex por tabelas? Qual?
2. Qual é a ideia central do método Simplex revisado? Por qué ele pode ser considerado uma

melhoria do método Simplex?

3. Existe alguma desvantagem em usar o método Simplex revisado? Como essa desvantagem

pode ser sanada?

6 EXERCICIOS
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